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摘 要： 基针对现代飞机直接控制分配方法中可达集优化分配的计算复杂度大，难以满足控制实时性要求的问

题，提出亚可达集概念，并根据此概念提出了一种基于亚可达集的直接控制分配方法，该方法可得到与可达集相同的

控制效果，但计算复杂度低，运算实时性好．仿真结果表明，与可达集方法相比，搜索速度提高了６０％，验证了本方法
的有效性．另外，本方法也可用于其他多变量控制分配问题的求解．
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１ 引言

随着对飞机可靠性和隐身性要求的不断提高，先进

布局的现代飞机都属于过驱系统．如何协调各操纵面的
偏转，充分利用操纵面之间的控制冗余，最优地实现舵

面的控制效能已成为设计飞控系统的关键环节，对飞控

技术的发展具有重要的现实意义．对于过驱系统的控制
算法可以分为多个层次，其结构如图１所示．

首先是控制规律的设计和研究［１～５］．现在这部分研
究的内容更加关注模型的非线性、自适应以及动态分配

等．其次是分配方法的研究，文献［６，７］对这些方法进行
了比较全面的总结和比较．控制分配问题就是在给定虚
拟控制指令 ｖ的条件下，分配器根据分配规律：ｖ＝
Ｂ（ｘ，ｔ）ｕ得到执行指令ｕ的过程．现在的控制算法设
计中，默认这一过程可以使用经典方法很好地解决．但
是在实际的应用中，允许分配规律矩阵 Ｂ（ｘ，ｔ）随时间
变化，因此在每次循环中都需要重新进行控制分配．这
对控制分配算法的效率提出了更高的要求．

控制分配方法除在飞行控制中有着重要应用外，在

航海、自动汽车等领域也有着广泛应用［８～１２］．
在众多控制分配方法中，直接分配法由其几何意
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义直观，可求解全部可达集（ＡｔｔａｉｎａｂｌｅＭｏｍｅｎｔＳｅｔ，ＡＭＳ）
内的期望运动，在实际中有重要的应用价值［１３～１７］．已
有的直接分配算法及其相关的方法具有计算复杂或可

能得不到最优解等不足，限制了该方法的进一步应用．
本文的主要工作是给出了一种新的实现直接分配

的算法，在保持面搜索法求解能力的同时提高其计算

效率，从而提高飞行控制系统的整体效率．
本文分析了直接分配方法在保证计算准确性的同

时影响计算速度的原因，认为其计算复杂度主要集中

于可达集边界与控制向量交点的搜索；同时，由于操纵

面的多样性及复杂性，使得可达集构成的封闭空间边

界不规则，也是导致现有的直接分配控制方法计算量

大，难以满足实际工作需要的原因．尤其是，当飞机处
于战斗状态时，其飞行姿态瞬息万变，对于飞控系统的

实时性、准确性提出了更高的要求，使得各种方法的计

算实时性面临更为严峻的挑战．针对这个问题，本文提
出亚可达集概念，并在此基础上提出了基于亚可达集

的直接控制分配方法．该方法在不改变控制分配结果
的前提下，使得计算时间效率提高了６０％．

２ 直接分配方法及其存在问题

２１ 控制分配

对飞机控制多个不同的独立操纵界面，主要是控

制不同舵面的角度偏转，以使飞机改变飞行姿态，飞机

控制输入变量是不同舵面的偏转角，其控制的输出结

果是各个独立舵面执行指令后的偏转速率及偏转位

置．
给出该问题的输入、输出、约束假设如下．
（１）飞机控制输入用向量表示为：

ｕ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ］Ｔ

式中：ｕ为舵面控制向量；ｕｉ为第ｉ个舵面的控制分量；
ｍ为可控制舵面数量．
（２）所有舵面均受到最大偏转位置约束，所有约束

形成的控制边界集合表示为：

Ω＝｛ｕ｜ｕｍｉｎ≤ｕ≤ｕｍａｘ｝
式中：Ω为舵面控制变量的约束边界集合；ｕｍｉｎ为舵面
控制向量的下界；ｕｍａｘ为舵面控制向量的上界．

（３）期望控制飞机的飞行姿态用虚拟控制指令描
述，用向量表示为：

ｖ＝［ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ］Ｔ，ｎ＜ｍ
式中：ｖ为虚拟指令向量；ｖｉ为虚拟指令第ｉ个分量；ｎ
为虚拟指令控制变量ｖ的维数．

（４）控制效率矩阵为 Ｂ，线性控制分配问题可描述
为：

ｖ＝Ｂ·ｕ （１）

式中，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ．
上述假设确定的目标可达集（ＡＭＳ）表示为：

Φ＝｛ｖ｜ｖ＝Ｂ·ｕ，ｕ∈Ω｝ （５）
若以表示任意集合的边界，则控制集的边界为

（Ω），ＡＭＳ的边界为（Φ）．（Ω）包含２ｍ个边界顶点，
不妨记（Γ），而（Φ）由 ｎ（ｎ－１）个边界面组成，包含
ｎ（ｎ－１）＋２个边界顶点，记为（Ｄ）．
显然，根据上述假设，控制变量的约束集合构成了

飞机可控空间，称为可达集．所期望的飞行姿态控制变
量必须在可达集构成的空间内才能保证飞行姿态的可

控性．因此，分配控制问题就是：当给定期望的飞行姿
态 ｖｄ，求出该向量与可达集面的交点，由交点反演飞机
的实际控制输入 ｕｐ．
２２ 直接分配方法及其存在问题

２．２．１ 直接分配优化方法

直接分配法是基于目标可达集几何空间的最优分

配方法，可以实现目标可达集中的所有控制目标，在求

解过程中应保持得到结果的有效性，所以，该问题的关

键可描述如下：

若在期望向量 ｖｄ方向上与（Φ）的交点为 ｖｐ，则经
过向量运算可找到 ｖｐ对应的控制输入 ｕｐ．取 ｔ＝
‖ｖｄ‖２／‖ｖｐ‖２，当 ｔ≤１时，ｖｄ∈Φ，即 ｖｄ是可达的，
可由 ｕｐ按ｔ缩减实现ｕｄ，使得 ｖｄ＝Ｂ·ｕｄ；当 ｔ＞１时，ｖｄ
Φ，ｖｄ不可达，取 ｕｄ＝ｕｐ使ｖｄ在其方向上取得最大
值．因此，直接分配算法产生的各舵面分配值为：

ｕ＝
ｔ·ｕｐ， ｔ≤１
ｕｐ， ｔ{ ＞１

（２）

当 ｖｄ在可达集之内时，期望指令可通过舵面的偏
转得以完全实现；但当 ｖｄ在可达集之外时，直接分配算
法的控制变量 ｖｐ是ｖｄ方向的最大可达量．

由于各操纵面受到偏转极限约束，ｎ维可达集Φ
为一ｎ维多面体，（Φ）由 ｎ－１维多面体组成［９］．（Φ）
中的点可由（Ω）中的点通过线性映射得到，但是（Ω）
中的点映射以后不一定都在（Φ）中．若任意 ｒ维控制
量变化、其余控制量饱和时控制输入记为 ｕｒ，得到控制
约束子集Ω

ｒ∈Ω，则Ωｒ共有２ｍ－ｒｍ！／（ｒ！·（ｍ－ｒ）！）
个边界多面体，组成边界子集（Ωｒ）．其中，第 ｉ种舵面
组合记为 ｕｒｉ，得到控制子集和边界子集分别为Ωｒｉ、

（Ωｒｉ）．Ωｒｉ经过线性映射以后，得到可达子集Φｒｉ∈Φ，
对应的边界子集为（Φｒｉ）．

定理１［１３］ 控制效率矩阵为 Ｂ满足任意ｎ列线性
无关，对给定的ｖｄΦ，假设与（Φｎ－１ｉ ）相交且交点为
ｖｐ，对应的原像点 ｕｐ∈（Ωｎ－１ｉ ），使得 ｖｐ＝Ｂｕｐ，那么有：
（１）ｕ∈（Ωｎ－１ｉ ），在（Φｎ－１ｉ ）中的映射 ｖ满足

‖ｖｄ－ｖ‖ｐ（１≤ｐ＜＋∞）最小，且 ｕ唯一．
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（２）当 ｖｄ连续变化时，ｕ也连续．
由定理１可知，（Ωｎ－１ｉ ）中任意一点 ｕ虽有无数个

ｖｄ与之对应，但任意 ｖｄ在（Φｎ－１ｉ ）中只有唯一的最优
值满足控制代价的指标要求．
２．２．２ 直接分配优化方法存在的问题

三维目标控制分配问题的直接分配方法中，经典

算法有面搜索方法和对分边搜索算法．面搜索算法需
要搜索目标可达集的所有面，算法的复杂性使其难以

实时应用；目标可达集随飞行状态、故障的变化使得离

线计算目标可达集面的方法也不现实．由于对分次数
的限制，对分边搜索算法在有些情况下得到的结果不

是最优．面搜索法在每个面的搜索过程中需要求解一
次方程组，整体搜索次数多，计算量大，不能满足实时

性的需求．若能选取较好的搜索初始方向，则能较快的
完成搜索过程，减少计算量，提高搜索速度，但是，一般

而言搜索初始方向具有随机性，实际中需要根据经验

确定．虽然可以从与虚拟指令最靠近的向量开始，逐渐
搜索相邻的面．但是，该方法需要比较所有顶点所对应
的向量和虚拟指令向量之间的位置关系，当顶点数较

多时，计算量呈几何级数增加．
针对上述问题，本文提出亚可达集概念，并给出亚

可达集的构建方法，使得控制空间的顶点数大大减少．
同时，提出了一种新的基于顶点向量夹角的搜索方法，

确定虚拟向量与亚可达集的最大可能相交面，直接排

除不可能相交面，提高了算法的搜索效率．

３ 亚可达集构建及其有效性证明

针对可达集搜索速度慢的问题，考察减少搜索面

的方法．首先给出亚可达集得概念．
定义１ 亚可达集 对（Ｄ）中任意点 ｖｒ，可与其相

邻的顶点构成三维多面体（Φｒ），而（Φｒ）中除 ｖｒ外的
顶点可形成（Φｒ）的一个边界多面体（Φｈｒ）．同样地，

（Φｈｒ）相邻顶点为 ｖｒ，可类似地得到（Φ′ｈｒ）．所有的

（Φｈｒ）可形成空间上封闭的凸集，其体积比可达集小，
称之为亚可达集（ＨＡＭＳ）．
３１ 亚可达集构建

ＨＡＭＳ的构建主要有以下几个步骤：
ｓｔｅｐ１ 将ＡＭＳ的顶点做标记 Ｆｌａｇ＝０，并取任一点

加入（Ｔｈ），（Ｄｈ）、（Γｈ）和（Φｈ）均为空集．
ｓｔｅｐ２ 取（Ｔｈ）中任意Ｆｌａｇ＝０的点，记为 Ｔ０，将 Ｔ０

加入（Ｄｈ），并令其 Ｆｌａｇ＝１，判断 Ｔ０在 ＡＭＳ中的顶点
类型，转入ｓｔｅｐ３；若（Ｔｈ）中所有点Ｆｌａｇ＝１，转入ｓｔｅｐ５．

ｓｔｅｐ３ 寻找 ＨＡＭＳ的边界顶点，找出包含 Ｔ０的某
个边界面，判断是否在（Φｈ）中；若不是，加入（Φｈ）并
按象限分为 ２ｎ个子集，转入 ｓｔｅｐ４；若所有边界面均已

在（Φｈ）中，转入 ｓｔｅｐ２．
ｓｔｅｐ４ 找出该边界面上与 Ｔ０同类的边界顶点 Ｔａ

和不同类的边界顶点Ｔｂ，判断 Ｔａ其是否属于（Ｄｈ）；若
不是，分别加入顶点集（Ｄｈ）和（Ｔｈ）；判断 Ｔｂ是否属
于（Γｈ），若不是则加入（Γｈ）；转入 ｓｔｅｐ３．

ｓｔｅｐ５ 由（Φｈ）围成的凸集即是ＨＡＭＳ．
可达集的几何形状为空间中的多面体，其每一个

面均为平行四边形，如图２所示．图中实线所围的空间
几何体即是三轴力矩系数的可达集，共包含４４个顶点
和４２个边界面．图中实体部分是亚可达集，其顶点数减
少了约一半．

３２ 亚可达集特性及其证明

（１）亚可达集特性
亚可达集封闭空间的顶点数大约是可达集的一半

左右，下面给出相应证明．
如图３所示，选定两个不相邻的面Γ１和Γ２，以Γ１

所在面为顶点，将多面体向２所在平面内进行球极投

影，则可达集的顶点和边界线，在平面上形成一个由四

边形构成的网格．
中心的四边形即为Γ２，最外层的圆为Γ１的边界．

我们按照由内到外的顺序给图３中的四边形进行分层，

Γ２为第一层，所有与其相连接的四边形标为第二层，所

有与第二层相邻的四边形标为第三层，依次类推．对每
一层的外侧边界顶点按逆时针顺序标号．

如图３所示，第一层为四边形共有四个顶点．第二
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层外侧共有１０个顶点，设网格共有 ｎ层，第 ｉ层的顶点
数为 ｋｉ，则可达集总顶点数为：

Ｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉ．

对于亚可达集中点的数量给出定理２及其证明．
定理２ 设可达集的顶点数为 Ｎ，经过投影变换后

为 ｎ层，第 ｉ层的外侧顶点有ｋｉ个，则亚可达集的顶点
数为

Ｎ′＝Ｎ－∑
ｎ

ｉ＝１

ｋｉ[ ]２ ．

证明：根据亚可达集的构造方法，从最内层开始，

分析在亚可达集的构建中顶点的关系．根据亚可达集
的构造方法，在同一个四边形 ＡＢＣＤ中，互为对角的两
个顶点 ＡＣ，ＢＤ具有相同的去掉或保留的关系，我们称
之为等价，记为

ＡＣ，ＢＤ．
根据这个规则，对于第一和第二层，即 ｉ＝１，２时，

图３中标记为三角号的点是一组构造亚可达集时的可
去点．显然这些点在同一层的边界上相互间隔．

第 ｉ层中顶点在构造亚可达集时是否也满足这种
间隔的关系，只需考虑边界上三个相邻顶点的关系．根
据网格层数的划分，在每层上相邻的三个顶点的位置

关系有如图４所示的三种情况．
首先，三个顶点 Ａ、Ｂ、Ｃ在一个四边形中，显然有

ＡＣ，因此满足相隔的关系．其次三个顶点落在有公
共边的两个四边形中，此时 ＡＯ，ＯＣ，根据等价关
系的传递性，有 ＡＣ．最后，三个顶点落在只有一个公
共顶点的两个四边形中，此时 ＡＯ１，Ｏ１Ｏ２，Ｏ２
Ｃ，所有 ＡＣ．因此在所有的层上，可去掉的顶点都满
足相互间隔的性质．因此第 ｉ层可去掉的顶点数为
ｋｉ[ ]２ ，可去掉的顶点总数为珟Ｎ＝∑

ｎ

ｉ＝１

ｋｉ[ ]２ ，因此定理

得证．

根据证明过程可知，当 ｋｉ不全为偶数时Ｎ′＞
Ｎ
２，

但它们还满足关系式

Ｎ
２＜Ｎ′＜

Ｎ＋ｎ
２

图２中实体部分是亚可达集，包含２２个顶点，减少
了顶点的数量，从而可以减少搜索时间．亚可达集中的
边界面都是三角形，每个面的三个顶点中两两在可达

集的边界中共面．这说明亚可达集中的每个边界面与
可达集的三个边界面相关．

因此在亚可达集中完成初步搜索后，可以直接在

其对应的可达集的三个面中进行进一步的搜索，就可

得到与可达集中使用直接控制分配方法同样的结果．
结论１ 设亚可达集中求得边界面的顶点为 Ａ，Ｂ，

Ｃ，则在此基础上，最多再需３次搜索就可得到可达集
中的解．

证明：根据亚可达集的构造方法，亚可达集中的一

个面在可达集中所对应的边界面最多有三个（图２）．每
个边界面含有 Ａ，Ｂ，Ｃ中的两个点作为顶点．可达集中
的解是求虚拟向量与这三个边界面的交点，因此在已

知 Ａ，Ｂ，Ｃ的基础上，最多需要三次搜索即可得到可达
集中的解．
３３ 基于亚可达集的搜索方法

亚可达集极大地减少了顶点的数量，从而可以大

大减少搜索的时间，亚可达集中的边界面都是三角形．
如果使用一种新的通过顶点信息的搜索方法，则可以

大大缩短搜索时间，提高搜索速度．若虚拟指令 ｖ与亚
可达集的某个面相交，则向量 ｖ必处在该边界面的三
个顶点所对应的向量形成的三棱锥当中，如图５所示．

为确定包围向量 ｖ的向量ＯＡ，ＯＢ，ＯＣ，将亚可达
集中所有顶点对应的向量分解为向量 ｖ上和向量ｖ的
法平面内．

显然在向量 ｖ上的分量全为负的那些三棱锥不可
能包含虚拟指令．

每个边界面的三个顶点和边在 ｖ的法平面内的投
影构成一个三角形，显然包含坐标原点的那个三角形，

恰好是 ＡＢＣ的投影．如图６所示

此时，寻找相交边界面可以转化为寻找原点所在

的三角形．这个过程仅需要将所有顶点所对应的向量
在 ｖ上及其法平面内进行投影．

设某顶点所对应的向量为 ｒ，则该向量在 ｖ上的分
量大小即为它与ｖ的内积

ｈ＝（ｒ，ｖ）
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若一个边界面对应的所有 ｈ＜０，则无需进一步计
算；否则，可进一步计算其在法平面的投影

ｒ′＝ｒ－ｈｔｖ

其中 ｔ是ｖ的２范数．然后根据每个边界面的顶点投影
后所对应的向量间的夹角关系，即可以确定所要找的

边界面．在这个计算过程中，主要运算是对顶点所对应
的向量的投影运算，而通过简单的内积运算可以排除

一半左右的向量．因此亚可达集中的新的搜索方法，避
免了每一步搜索过程中求解方程组的运算，再加上顶

点数的减半，及内积符号的判别，实际上需要计算投影

的向量约为可达集中向量的四分之一左右，因此大大

节省了计算量．
使用亚可达集进行求解的算法流程如图．对于一

些特殊的指令，可以直接得到相应的 ｕ，从而可以避免
繁琐的运算，因此在第一步先进行一下初步的判断．

在亚可达集基础上，额外进行搜索的运算量和在

可达集中直接搜索的计算量相比是可以忽略的．所以
该方法以较小的计算量可以达到与可达集中直接控制

分配方法同样的结果．
为了研究该方法在控制面出现故障时的控制效

率，假设各操纵面动作相互独立，引入控制效率系数矩

阵

λ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λｍ）

控制效率可描述为：０≤λｉ≤１，取值的大小决定了
故障的严重程度．考虑故障效率矩阵、操纵面偏转物理
约束的非线性飞控系统的控制分配问题表示为

ｖ
－
（ｔ）＝Ｂ

－
ｕ
－
（ｔ）

其中新的控制效率矩阵 Ｂ
－
＝Ｂλ．

在故障状态下的解还是超平面和超立方体的交

集，由于两者均为凸集，所以它们的交集也是凸集，所

以还可以使用直接分配法进行求解．需要特别注意的

是此时矩阵 Ｂ
－
任意 ｎ列线性无关的性质可能不再满

足，在求解时需要特别注意．

４ 仿真及验证

为了验证本算法的有效性，利用某型飞机［１３］进行

仿真验证．
该飞机的控制输入 ｕ主要包括左右平尾（ｕ１，ｕ２），

左右襟翼（ｕ３，ｕ４），左右副翼（ｕ５，ｕ６）及方向舵（ｕ７）．
各舵面均可独立偏转，且偏转的极限为：

ｕＴｍａｘ＝［１０．５ １０．５ ４５ ４５ ３０ ３０ ３０］，

ｕＴｍｉｎ＝［－２４１ －２４ －８ －８ －３０ －３０ －３０］．
取虚拟指令为 ｖＴ＝［Ｃｌ Ｃｍ Ｃｎ］，控制效矩阵为：

ＢＴ＝１０－４×

２．３８ －６９．８ －３．０９
－２．３８ －６９．８ ３．０９
１２．３ ９．９４ ０
－１２．３ ９．９４ ０
４．１８ －５．５２ －１．７４
－４．１８ －５．５２ １．７４
０．３５８ ０ －５．



















６２

此时该控制问题对应的可达集共包含４４个顶点和
４２个边界面，它所对应的亚可达集具有２７个顶点．

我们使用 Ｍａｔｌａｂ７．０和 Ｗｉｎｄｏｗｓ操作系统，运行环
境为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ），ｃｏｒｅ（ＴＭ）２ＣＰＵ，１．８６ＧＨｚ，内存为２Ｇ．

随机选取了５００组偏航指令，分别用可达集直接分
配和亚可达集分配来仿真验证算法的实时性能．

用 Ｃｌ，Ｃｍ，Ｃｎ分别表示虚拟指令的三个方向．虽然
在实际使用中不需要亚可达集的求解结果，但是为了

对亚可达集有更直观的认识，我们给出了两种方法所

得指令向量对比图（图８）和误差三维分布图（图９）．
从图中可以看出，两种计算结果的误差向量绝大

部分都在原点附近，仅有少数误差较大．
表１列出了执行上述结果三次的 ＣＰＵ时间和搜索

次数的详细情况．
表１ ＡＭＳ与ＨＡＭＳ搜索时间和次数的比较

执行次数 方法 ＣＰＵ（ｓ） 时间比例 搜索次数 次数比例

１
ＡＭＳ ０．２８

ＨＡＭＳ ０．１３
４６％

１０７６５

４１１３
３８％

２
ＡＭＳ ０．２８

ＨＡＭＳ ０．１３
４６％

１０７１３

４０５６
３８％

３
ＡＭＳ ０．２８

ＨＡＭＳ ０．１２
４６％

１１１４９

４０７２
３７％

表１的第一列为执行５００次随机指令的次数；第二
列为使用方法；第三列为两方法的 ＣＰＵ时间（ｓ）；第四
列为 ＨＡＭＳ所用时间占 ＡＭＳ时间的百分比；第五列为
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两方法的搜索次数；最后一列为ＨＡＭＳ搜索次数占ＡＭＳ
搜索次数的百分比．

由前面理论分析知，在面的搜索过程中，求解方程

组的计算量是总计算量的主要部分．
亚可达集的顶点数只有可达集顶点的一半左右，

在使用了新的搜索方法后，可以迅速排除不需要搜索

的面，使得方法能够尽快搜索到正确的面．从表１中可
以看出，在实际计算中，亚可达集的搜索次数比可达集

减少了一半以上，最多仅占可达集的３８％，少于理论的
５０％．新的搜索方法额外的计算是计算顶点向量和虚拟
向量的内积，每次计算只需要５次浮点运算，而使用直
接搜索法每次需要求解一个 ３阶的方程组，计算量为
Ｏ（３３）．
因此，新搜索方法增加的计算量比起直接搜索法

的计算量可以忽略．实际计算结果也表明（表中 ３，４
列），新算法的ＣＰＵ时间不超过可达集中直接搜索法时

间的一半．根据结论１，在亚可达集计算结果的基础上，
平均需要１．５次面搜索即可获得可达集中的解．对于
５００次指令运算来说，只需要增加 ７５０次面搜索，由表
中第３列的结果，新的搜索方法增加７５０次搜索后，其
搜索量仍然不到可达集的一半．由此可见，基于亚可达
集的直接分配算法可以大大减小运算复杂度，提高了

飞控系统的实时性．
指令动态跟踪结果：图１０给出了连续飞行指令动

态跟踪结果，图中横轴为飞机姿态控制时间，纵轴为单

参数变化值．

图１０中虚线是期望指令，实线是在亚可达集基础
上的直接分配方法得到的分配结果，从图中可以看出，

分配指令能够较好的跟踪期望指令，其结果和文献［１３］
中的一致．

５ 结束语

在研究直接分配控制的基础上，提出了一种可具

优化性的直接分配控制方法，将二次规划的复杂搜索

转化成空间向量的简单运算，充分地利用冗余舵面跟

踪期望指令．同时，构建了用于计算最优控制分配解的
亚可达集，相比基于可达集的分配方案，亚可达集直接

分配方法的在线计算时间更短．仿真结果表明，本文提
出的方法能够实现可达集内的所有指令，兼有响应速

度快的优点，可用于多操纵面飞机的在线控制分配，也

可推广应用到其他多变量控制系统．
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